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ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ ДЕКОМПОЗИЦИЯ РЕЛЯЦИОННЫХ 
ОПЕРАЦИЙ НА ОСНОВЕ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ 
КОЛОНОЧНЫХ ИНДЕКСОВ 
Е.В. Иванова, Л.Б. Соколинский 

Данная статья является продолжением и развитием более ранней работы авторов, в ко-
торой была рассмотрена декомпозиция операций пересечения и соединения колоночных ин-
дексов на основе доменно-интервальной фрагментации. Такая декомпозиция позволяет орга-
низовать параллельное выполнение реляционных операций над распределенными колоноч-
ными индексами без массовых обменов данными между процессорными узлами. В настоящей 
статье рассматривается декомпозиция операций проекции, выбора, удаления дубликатов и 
объединения. Кроме этого, вводится новый вид колоночных индексов, названных колоноч-
ными хеш-индексами. Колоночный хеш-индекс способен индексировать сразу несколько ат-
рибутов отношения. Для распределенных колоночных хеш-индексов рассматривается деком-
позиция операций пересечения, объединения и естественного соединения. 

Ключевые слова: распределенные колоночные индексы, доменно-интервальная фрагмен-
тация, колоночные хеш-индексы, декомпозиция реляционных операций. 

Введение 
В последнее время большой интерес у исследователей вызывают системы баз данных 

с хранением баз данных по столбцам. Такое представление данных называется колоноч-
ным [1, 2]. Колоночное представление в отличие от традиционного строкового представ-
ления оказывается намного более эффективным при выполнении запросов класса 
OLAP [3]. Это объясняется тем, что при выполнении запросов колоночная СУБД счи-
тывает с диска только те атрибуты, которые необходимы для выполнения запроса, что 
сокращает объем операций ввода-вывода и, как следствие, уменьшает время выполнения 
запроса. Недостатком колоночного представления является низкая эффективность при 
выполнении строково-ориентированных операций, таких, например, как добавление или 
удаление кортежей. Вследствие этого колоночные СУБД могут проигрывать по произ-
водительности строковым при выполнении запросов класса OLTP. Одним из главных 
преимуществ строчных хранилищ является наличие в строковых СУБД мощных проце-
дур оптимизации запросов, разработанных на базе реляционной модели. Строковые 
СУБД также имеют большое преимущество в скорости обработки запросов класса 
OLTP. В соответствии с этим в исследовательском сообществе баз данных были пред-
приняты интенсивные усилия по интеграции преимуществ столбцовой модели хранения 
данных в строковые СУБД. Анализ рассмотренных решений показывает [3], что нельзя 
получить выгоду от хранения данных по столбцам, воспользовавшись системой баз дан-
ных со строковым хранением с вертикально разделенной схемой, либо проиндексировав 
все столбцы, чтобы обеспечить к ним независимый доступ. 

Авторами в работах [4–10] был предложен новый подход к интеграции преимуществ 
строчных и колоночных хранилищ, суть которого заключается во введении распреде-
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ленных колоночных индексов, хранимых в оперативной памяти кластерной вычисли-
тельной системы. Эти колоночные индексы обрабатываются с помощью программной 
системы, получившей название «колоночный сопроцессор КСОП». Назначение КСОП — 
вычислять таблицы предварительных вычислений для ресурсоемких реляционных опе-
раций по запросу СУБД. Общая схема взаимодействия СУБД и КСОП изображена на 
рис. 1. 

 

Рис. 1. Взаимодействие SQL-сервера с колоночным сопроцессором КСОП 

КСОП включает в себя программу «Координатор», запускаемую на узле вычисли-
тельного кластера с номером 0, и программу «Исполнитель», запускаемую на всех 
остальных узлах, выделенных для работы КСОП. На SQL-сервере устанавливается спе-
циальная программа «Драйвер КСОП», обеспечивающая взаимодействие с координато-
ром КСОП по протоколу TCP/IP. 

Теоретические основы колоночного сопроцессора были изложены авторами в рабо-
те [4], где были описаны колоночные индексы и доменно-интервальная фрагментация. 
Суть математической модели заключается в следующем. Пусть задано отношение 
   , , , R A B T R n  . Атрибут А в отношении R  играет роль суррогатного ключа. Пусть 

на множестве BD , являющемся доменом атрибута B , задано отношение линейного по-
рядка. Колоночным индексом .R BI  атрибута B  отношения R  будем называть упорядо-
ченное отношение  . ,R BI A B , удовлетворяющее следующим свойствам: 

 .( )R BT I n  и    .A R B AI R  ; (1) 
  1 2 . 1 2 1 2, . .R Bx x I x x x B x B     ; (2) 
   . . . . .R Br R x I r A x A r B x B       . (3) 

С содержательной точки зрения колоночный индекс .R BI  представляет собой таблицу из 
двух колонок с именами A  и B . Количество строк в колоночном индексе совпадает с 
количеством строк в индексируемой таблице. Колонка B  индекса .R BI  включает в себя 
все значения колонки B  таблицы R , отсортированных в порядке возрастания. Каждая 
строка x  индекса .R BI  содержит в колонке A  суррогатный ключ (адрес) строки r  в 
таблице R , имеющей такое же значение в колонке B , что и строка x . На рис. 2 пред-
ставлены примеры двух различных колоночных индексов для одного и того же отноше-
ния. 
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Рис. 2. Колоночные индексы 

Для фрагментации колоночных индексов по узлам многопроцессорной системы ав-
торами был предложен метод доменно-интервальной фрагментации [4], суть которого 
заключается в следующем. Пусть на множестве значений домена BD  задано отношение 
линейного порядка. Разобьем множество BD  на 0k   непересекающихся интервалов: 
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Функция  : 0, , 1
B B k   D D  называется доменной функцией фрагментации для BD , 

если она удовлетворяет следующему условию: 
   {0, , 1} ( )

BB ii k b b i b V        DD . (5) 

Пусть задан колоночный индекс .R BI  для отношения  , ,R A B  с атрибутом B  над до-
меном BD  и доменная функция фрагментации 

B
D . Функция 

  
. .: 0, , 1

R BI R BI k    , (6) 
определенная по правилу 

  .. ( ) ( . )
R B BR B Ix I x x B    D , (7) 

называется доменно-интервальной функцией фрагментации для индекса . .R BI  Другими 
словами, функция фрагментации 

.R BI  сопоставляет каждому кортежу x  из .R BI  номер 
доменного интервала, которому принадлежит значение .x B . 

Определим i-тый фрагмент  0, , 1i k    индекса .R BI  следующим образом: 
  .. .|  ( );

R B

i
R B R B II x x iI x   . (8) 

Это означает, что в i-тый фрагмент попадают кортежи, у которых значение атрибута B  
принадлежит i-тому доменному интервалу. Фрагментация, построенная таким образом, 
называется доменно-интервальной. Количество фрагментов k  называется степенью 
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Рис. 3. Фрагментация колоночного индекса 

фрагментации. На рис. 3 схематично изображена доменно-интервальная фрагментация 
колоночного индекса, имеющая степень 3k  . 

Пусть для отношения  , , ,R A B C  заданы колоночные индексы .R BI  и .R CI . Тран-
зитивной фрагментацией индекса .R CI  относительно индекса .R BI  называется фрагмен-
тация, задаваемая функцией  

. .: 0, , 1
R CI R CI k    , удовлетворяющей условию .R Cx I  : 

     
. . . .R C R BI I A x A R Bx I    . (9) 

Транзитивная фрагментация позволяет разместить на одном и том же узле элементы 
колоночных индексов, соответствующие одному кортежу индексируемого отношения. 

В работе в работе [4] авторами была выполнена декомпозиция операций пересечения 
и соединения, в [8] — операции группировки. В настоящей статье рассматривается де-
композиция операций проекции, выбора, удаления дубликатов и объединения. Кроме 
этого, вводится новый вид колоночных индексов, названных колоночными хеш-
индексами. Колоночный хеш-индекс способен индексировать сразу несколько атрибутов 
отношения. Для распределенных колоночных хеш-индексов рассматривается декомпо-
зиция операций пересечения, объединения и естественного соединения. 

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 рассматривается декомпозиция 
операций проекции, выбора, удаления дубликатов и объединения с использованием 
фрагментированных колоночных индексов. В разделе 2 вводится понятие колоночного 
хеш-индекса и декомпозиция операций пересечения, объединения и естественного соеди-
нения с использованием распределенных хеш-индексов. В заключении суммируются по-
лученные результаты, делаются итоговые выводы. 
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1. Декомпозиция реляционных операций с использованием 
фрагментированных колоночных индексов 
В данном разделе рассматривается декомпозиция операций проекции, выбора, уда-

ления дубликатов и объединения с использованием фрагментированных колоночных 
индексов. 

1.1. Декомпозиция проекции 
В этом разделе рассматривается декомпозиция операции проекции вида  

1, , , uB C C R  . 
Алгоритм выполнения проекции в строчных СУБД не содержит ресурсоемких вычисле-
ний, однако он требует чтения с диска всего отношения. В отличие от этого, предлагае-
мый ниже алгоритм использует только те столбцы (колоночные индексы) отношения, 
которые вовлекаются в проекцию. Кроме этого, он вообще не предполагает чтений с 
диска, так как колоночные индексы хранятся в оперативной памяти. 

Пусть задано отношение  1,, , ,, uR A B C C   с суррогатным ключом A. Пусть имеет-
ся колоночный индекс . ( , )R BI A B . Пусть также имеются колоночные индексы 

1 1. .( , ) ( , ), ,
uR uC R CI IA C A C . Пусть для индекса .R BI  задана доменно-интервальная фрагмен-

тация степени k : 

 
1

. .
0

k
i

R B R B
i

I I




 . (10) 

Пусть для индексов 
1. ., ,

uR C R CI I  задана транзитивная относительно .R BI  фрагмента-
ция: 

 
1

. .
0

{1, , }
j j

k
i

R C R C
i

j u I I




 
   

 
  . (11) 

Положим 
 

1. . . u

i i i
R B R C R Ci I I IP      (12) 

для всех 0, , 1i k   . Определим 

 
1

0

k

i
i

P P




 . (13) 

Построим отношение 1( , , , )uQ B C C  следующим образом: 
  

1, , , uB C CQ P  . (14) 
Теорема 1.  

1, , , uB C CQ R  . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

  
1, , , uB C CQ R  . (15) 

Пусть 1( , , , )ub c c Q . В силу (14) и (13) существуют a  и i  такие, что 1( , , , , )u ia b c c P . 
В силу (12) имеем: 

 1

.

1 .

.

( , ) ;
( , ) ;

( , ) .
u

R B

R C

u R C

a b I
a c I

a c I






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По определению колоночного индекса (свойства (1) и (3)) отсюда следует, что существу-
ет r R  такой, что 1 1. ; . ; . ; ; . u ur A a r B b r C c r C c    , откуда следует  

 
11 , , ,( , , , )

uB Cu Cb c c R  , то есть (15) имеет место. 
Теперь покажем, что 

  
1, , , uB C CQ R  . (16) 

Пусть  
11 , , ,( , , , )

uB Cu Cb c c R  . Тогда существует r R  такой, что 

1 1. ;  . ;   ;  . u ur B b r C c r C c   . Положим .a r A . По определению колоночного индекса 
(свойства (1) и (3)) отсюда следует что 

 1

.

1 .

.

( , ) ;
( , ) ;

( , ) .
u

R B

R C

u R C

a b I
a c I

a c I







 (17) 

В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i  такой, что  
.( , ) i
R Ba b I . По определению транзитивной относительно .R BI  фрагментации отсюда, с 

учетом (17), следует 
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u R C

a c I

a c I
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  

Тогда, в силу (12), 1( , , , , )u ia b c c P . Учитывая (13), получаем 1( , , , , )ua b c c P , то 
есть  

11 , , ,( , , , )
uB Cu Cb c Pc   . Принимая во внимание (14), имеем 1( , , , )ub c c Q , что 

означает, что (16) имеет место. Теорема доказана. 

1.2. Декомпозиция операции выбора 
В данном разделе рассматривается декомпозиция операции выбора вида ( )R , где 

  — некоторое условие, накладываемое на атрибуты отношения R . 
Пусть имеется отношение  1 1, , ,, ,, ,u wC CR A B D D  с суррогатным ключом A. Рас-

смотрим операцию выбора вида 
1( , ,, ) ( )

uB C C R  , где 1( , ), , uCB C   — некоторое условие, 
зависящее от значений атрибутов 1, ,, uCB C  отношения R. Пусть имеется колоночный 
индекс .R BI . Пусть также имеются колоночные индексы: 
 

1. ., ,
uR C R CI I . 

Пусть для индекса .R BI  задана доменно-интервальная фрагментация степени k : 
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 . (18) 

Пусть для индексов 
1. ., ,

uR C R CI I  и 
1. ., ,

wR D R DI I  задана транзитивная относительно .R BI  
фрагментация: 

 
1

. .
0

{1, , }
j j

k
i

R C R C
i

j u I I




 
   

 
  . (19) 

Положим 
   1 1( , , ), . . .u uB R

i i i
i A C C B C R CRP I I I       (20) 

для всех 0, , 1i k   . Определим 
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1

0

k

i
i

P P




 . (21) 

Построим отношение 1 1( , , , , , ,, )u wQ A B C C D D  следующим образом: 
  & ( . ) |RQ p A p P  . (22) 

Теорема 2. 
1( ,, , ) ( )

uCB CQ R  . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

 
1( ,, , ) ( )

uCB CQ R  . (23) 
Пусть 1 1( , , , , , , , )u wa b c c d d Q  . Тогда из (22) и (1) следует, что существует r R  такой, 
что 
 1 1 1 1. ; . ; . ; ; . ; . ; ; .u u w wr A a r B b r C c r C c r D d r D d       . (24) 
C другой стороны, в силу (22) существует p P  такой, что ( )a P . Тогда в силу (21) 
существует i  такой, что ( ) ia P . Отсюда, с учетом (20), существуют 1, , , ub c c    такие, 
что 
  1 1,1 ( , ., ) . .( , , , , )

u u

i i i
u CB R BC CR RCa b c c I I I        . (25) 

Отсюда следует, что 
 1( , ,, )ub c c true      (26) 
и 

 1

.

1 .

.

( , ) ;
( , ) ;

( , ) .
u

R B

R C

u R C

a b I
a c I

a c I

 
 

 


  

По определению колоночного индекса (свойства (1) и (3)) отсюда следует, что существу-
ет r R  такой, что 1 1. ,  . ,  . , ,  . u ur A a r B b r C c r C c          . Принимая во внимание (26), 
тогда имеем 1( . . , , . ), ur B r C r C true     , то есть  

1,( , , )uC CBr R  . Поскольку . .r A a r A    
и A  — суррогатный ключ в R , с учетом (24), отсюда получаем 

 
11 1 ( , , ),( , , , , , , , )

uu w C CBa b c c d d R   , то есть (23) имеет место. 
Теперь покажем, что 

 
1( ,, , ) ( )

uCB CQ R  . (27) 
Пусть  

11 1 ( , , ),( , , , , , , , )
uu w C CBa b c c d d R   . Тогда существует r R  такой, что 

 1 1 1 1. ;  . ;  . ;   ;  . ;  . ;   ;  .u u w wr A a r B b r C c r C c r D d r D d        (28) 
и 
 1( , , ), ub c c true  . (29) 
По определению колоночного индекса (свойства (1) и (3)) из (28) следует что 

 1

.

1 .

.

( , ) ;
( , ) ;

( , ) .
u

R B

R C

u R C

a b I
a c I

a c I







 (30) 

В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i  такой, что  
.( , ) i
R Ba b I . По определению транзитивной относительно .R BI  фрагментации отсюда, с 

учетом (30), следует 
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11 .

.

( , ) ;

( , ) .
u

i
R C

i
u R C

a c I

a c I





   

Тогда с учетом (29) из (20) получаем ( ) ia P . Принимая во внимание (21), имеем 
( ) .a P  С учетом (22) и (1) отсюда следует, что существует Rr  такой, что 
 .r A a    (31) 
и 
  1 1. , . , . , , . , . , , .u wr A r B r C r C r D r D Q        . (32) 
Так как A — суррогатный ключ, из (31) следует, что r r  . Вместе с (32) и (28) это да-
ет 1 1( , , , , , , , )u wa b c c d d Q  , то есть (27) имеет место. Теорема доказана. 

1.3. Декомпозиция операции удаления дубликатов 
Пусть задано отношение  1,, ,, uR A B C C  с суррогатным ключом A. Пусть имеется 

колоночный индекс .R BI . Пусть также имеются колоночные индексы 
1. ., ,

uR C R CI I . Пусть 
для индекса .R BI  задана доменно-интервальная фрагментация степени k : 

 
1

. .
0

k
i

R B R B
i

I I




 . (33) 

Пусть для индексов 
1. ., ,

uR C R CI I  задана транзитивная относительно .R BI  фрагментация: 

 
1

. .
0

{1, , }
j j

k
i

R C R C
i

j u I I




 
   

 
  . (34) 

Положим 
   1 1min( ) ., ., ., , u u

i i i
i A A A B C C CR B R CRP I I I        (35) 

для всех 0, , 1i k   . Определим 

 
1

0

k

i
i

P P




 . (36) 

Построим отношение 1( , , , )uQ B C C  следующим образом: 
   1& ( . ). ,& ( . ). , ,& ( . ). |R R R uQ p A B p A C p A C p P  . (37) 

Теорема 3.   1, , , uB C CQ R   . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

   1, , , uB C CQ R   . (38) 
Пусть 1( , , , )ub c c Q . Тогда из (37) следует что существует a  такой, что ( )a P , и су-
ществует r R  такой, что 
 1 1. ;  . ;  . ;   ;  . u ur A a r B b r C c r C c    . (39) 
Следовательно   11 , , ,( , , , )

uu B C Cc Rb c    . 
Теперь покажем, что 

   1, , , uB C CQ R   . (40) 
Пусть  
   11 , , ,( , , , )

uu B C Cc Rb c    . 
Положим 
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  1 1 1( , , , , ) . . .u u uR A B C C r r R r B b r C c r C c           . (41) 
Вычислим кортеж 
  

1min( ) , , , , uA A B C Cr R    . (42) 
Очевидно, что 
 r R  (43) 
и 
 1 1. ;  . ;   ;  . u ur B b r C c r C c     . (44) 
Обозначим 
 .a r A . (45) 
По определению колоночного индекса (свойства (1) и (3)) из (43), (44) и (45) следует что 

 1

.

1 .

.

( , ) ;
( , ) ;

( , ) .
u

R B

R C

u R C

a b I
a c I

a c I







 

В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i  такой, что  
.( , ) i
R Ba b I . По определению транзитивной относительно .R BI  фрагментации отсюда сле-

дует 

 
11 .

.

( , ) ;

( , ) .
u

i
R C

i
u R C

a c I

a c I





  

Тогда с учетом (42) из (35) получаем ( ) ia P . Принимая во внимание (36), имеем 
( )a P . С учетом (37) и (1) отсюда следует, что существует r R  такой, что 
 .r A a   (46) 
и 
  1. , . , , . ur B r C r C Q    . (47) 
Так как A — суррогатный ключ, из (45) и (46) следует, что r r  . Вместе с (44) и (47) 
это дает 1( , , , )ub c c Q , то есть (40) имеет место. Теорема доказана. 

1.4. Декомпозиция операции объединения 
В данном разделе рассматривается декомпозиция операции объединения двух отно-

шений вида 
1 1, , , ,( ) ( )

u uB B B BR S   . При этом предполагается, что 
1 , , ( )

uB B R   и 
1 , , ( )

uB B S   
не содержат дубликатов. Результирующее отношение также не должно содержать дуб-
ликатов. 

Пусть заданы два отношения  1, , , uR A B B  и  1, , , uS A B B , имеющие одинаковый 
набор атрибутов. Пусть имеется два набора колоночных индексов по атрибутам 

1, , :uB B  
 

1. ., ,
uR B R BI I ; 

 
1. ., ,

uS B S BI I . 
Пусть для индексов 

1.R BI  и 
1.S BI  задана доменно-интервальная фрагментация степени k : 

 
1 1

1

. .
0

k
i

R B R B
i

I I




 ; (48) 
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1 1

1

. .
0

k
i

S B S B
i

I I




 . (49) 

Пусть для индексов 
2. ., ,

uR B R BI I  и 
2. ., ,

uS B S BI I  задана транзитивная фрагментация отно-
сительно 

1.R BI  и 
1.S BI  соответственно: 

 
1

. .
0

{2, , }
j j

k
i

R B R B
i

j u I I




 
   

 
  ; (50) 

 
1

. .
0

{2, , }
j j

k
i

S B S B
i

j u I I




 
   

 
  . (51) 

Положим для всех 0, , 1i k    и 1, ,j u   

 
. . . .

. .. ,  . ( . . )
i i i ij jR B R S B Sj j R B j S B jj j

i i i
j R B S BI A A I A A I B I B
P I I

  

 
  

 


 . (52) 

Определим 

 
1

u
i i

j
j

P P


  . (53) 

Положим для всех 0, , 1i k    
  1.

i i
R A R BP I  (54) 

и 

 
1

. 1
.

( . . )i i
S B S

i i
S S B

I A P A

i
A PP I



   
 


 . (55) 

Определим 

 
1

0

k
i

R R
i

P P




 , (56) 

 
1

0

k
i

S S
i

P P




 . (57) 

Построим отношение 1, , ),( uBQ A B  следующим образом: 
      & . | & . |R R S SQ p A p P p A p P    . (58) 

Теорема 4. 
1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )

u u uB B B B B BQ R S      . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

 
1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )

u u uB B B B B BQ R S      . (59) 
Пусть 
 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b Q  . (60) 

Из (58) следует, что как минимум одно из следующих условий истинно: 
    1 ,1 ,( , , ) & . |

uB Bu R Rb b p A p P  ; (61) 

    1 ,1 ,( , , ) & . |
uB Bu S Sb b p A p P  . (62) 

Предположим сначала, что условие (61) истинно. Тогда существует Rp P  такой, что 
  & .R p A r R   
и 
 1( , , , )ur a b b  , 
где .a p A . Отсюда получаем 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  . Следовательно, 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R S    , и (59) имеет место. Для случая, когда истинным явля-
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ется условие (62), это утверждение доказывается аналогично (в рассуждениях выше 
надо просто заменить R на S и r на s). 

Теперь докажем, что 
 

1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )
u u uB B B B B BQ R S      . (63) 

По условию, объединение в правой части не должно содержать дубликатов (в предпо-
ложении, что 

1 , , ( )
uB B R   и 

1 , , ( )
uB B S   не содержат дубликатов). Такое объединение без 

дубликатов может быть вычислено следующим образом: 

  
1 1

.* . . . .u u
S R B S B R B S B

S R S
   





 ; (64) 

  .* . .S S A S A
S S S






 ; (65) 

 
1 1 1 1, , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )

u u u uB B B B B B B BR S R S        . (66) 
Поэтому условие (63) эквивалентно условию 
 

1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )
u u uB B B B B BQ R S      . (67) 

Покажем, что последнее истинно. Пусть 
1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )

u uB B Bu Bb b R S    . Тогда 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  , либо 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b S  . Предположим сначала, что 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  . Это означает, что существует r R  такой, что 

 1 1. , , . u ur B b r B b  . (68) 
Положим 
 .r A a . (69) 
По определению колоночного индекса (свойства (1) и (3)) отсюда следует что  

11 .( , ) R Ba b I . В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i такое, 
что 

11 .( , ) i
R Ba b I . Тогда с учетом (54) и (56) получаем 

 ( ) Rp Pa  . (70) 
Положим 
  & .Rr p A  . (71) 
По построению 
 .r A a  . (72) 
Принимая во внимание, что A — суррогатный ключ, из (72) и (69) следует 
 r r . (73) 
Из (58), (70), (71), (73) следует, что r Q . Вместе с (68) это дает 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b Q  , 

то есть (63) имеет место для рассмотренного случая. 
Предположим теперь, что 

 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b S  . (74) 
Это означает, что существует s S  такой, что 
 1 1. , , . u us B b s B b  . (75) 
Положим 
 .s A a . (76) 
Из (65) следует, что s S . По определению колоночного индекса из (75) следует что 

 
11 .

.

( , ) ;

( , ) .
u

S B

u S B

a b I

a b I




  (77) 
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В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i  такой, что  
1 .( , ) i

S Ba b I . По определению транзитивной относительно 
1.S BI  фрагментации отсюда, с 

учетом (77), имеем 

 
22 .

.

( , ) ;

( , ) .
u

i
S B

i
u S B

a b I

a b I





  

Покажем, что 
 ia P    (78) 

Предположим противное, то есть ia P  . Тогда существует 1( , , , )ua b b R     такой, что 
( , ) ia a P   . По определению колоночного индекса 

11 .( , ) R Ba b I   . В силу свойств доменно-

интервальной фрагментации 
11 .( , ) i

R BIa b   . По определению транзитивной относительно 

1.R BI  фрагментации отсюда следует 

 
22 .

.

( , ) ;

( , ) .
u

i
R B

i
u R B

a b I

a b I

  

  

  

Но тогда с учетом (53) и (52) получаем 

 
1 1;

.u u

b b

b b

 

 
  

Отсюда в силу (64) следует 1( , , , )ua b b S  . Принимая во внимание (65), получаем 

1( , , , )ua b b S . Так как мы предположили, что 
1 , , ( )

uB B S   не содержит дубликатов, от-

сюда следует 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b S  . Получили противоречие с (74). Таким образом, (78) 

истинно. Тогда из (55) следует, что ( ) i
Sa P . С учетом (57) получаем ( ) Sa P . Теперь из 

(58), (76), (75) и (65) следует, что 1( , , , )ua b b Q , то есть 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b Q  . Теорема 

доказана. 

2. Декомпозиция реляционных операций с использованием 
фрагментированных колоночных хеш-индексов 
В этом разделе вводится понятие колоночного хеш-индекса. Колоночный хеш-

индекс позволяет использовать один колоночный индекс для индексирования несколь-
ких атрибутов одного отношения. Для распределенных колоночных хеш-индексов рас-
сматривается декомпозиция операций пересечения, объединения и естественного соеди-
нения. 

2.1. Колоночный хеш-индекс 
Определение 1. Пусть задано отношение  1, , , ,uR A B B  . Пусть задана инъек-

тивная хеш-функция 
1 0:

uB Bh   D D  . Колоночным хеш-индексом ( , )hI A H  атрибу-
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тов 1, , uB B  отношения R  будем называть упорядоченное отношение, удовлетворяющее 
тождеству: 
   1, ( , , )uH A h B Bh HI R    . (79) 

Колоночный хеш-индекс обладает следующим основным свойством: 
     11 11 , , ,, . . . . . ,. . . .u uu ur r R r B r B r B r B B B Bh r r h r Br                   (80) 
Заметим, что обратная импликация следует из инъективности хеш-функции h. Из (80) 
непосредственно вытекает следующее свойство колоночного хеш-индекса: 
     1 11 1, . . . . . ., ., ., ., u uu ur r R h r r hB B B Br r r B r B r B r B                   

Фрагментация колоночного хеш-индекса осуществляется на основе доменно-
интервального принципа с помощью функции фрагментации  : 0, , 1 ,

hI hI k     опре-
деленной следующим образом: 
  0

( ) ( . )
hh Ix I x x H 


    , (81) 

где  
0 0: 0, , 1k
       — доменная функция фрагментации для домена 0H D  . 

2.2. Декомпозиция операции пересечения 
В данном разделе рассматривается декомпозиция операции пересечения вида 

1 1, , , ,( ) ( )
u uB B B BR S    с использование распределенных колоночных хеш-индексов. При 

этом предполагается, что 
1 , , ( )

uB B R   и 
1 , , ( )

uB B S   не содержат дубликатов. 
Пусть заданы два отношения  1, , , uR A B B  и  1, , , uS A B B , имеющие одинаковый 

набор атрибутов. Пусть имеются два колоночных хеш-индекса ,R hI  и ,S hI  для атрибутов 

1, , uB B  отношений R и S, построенные с помощью одной и той же инъективной хеш-
функции 

1 0:
uB Bh   D D  . Пусть для этих индексов задана доменно-интервальная 

фрагментация степени k : 

 
1

, ,
0

k
i

R h R h
i

I I




 ; (82) 

 
1

, ,
0

k
i

S h S h
i

I I




 . (83) 

Положим 

 
, , , ,

, ,. ,  . ( . . )
i i i iR h R S h S R h S h

i i i
R h S hI A A I A A I H I H

P I I
  

   
 

  (84) 

для всех 0, , 1i k   . Определим 

 
1

0

k
i

i
P P





 . (85) 

Положим 
   & . |R RQ p A p P  . (86) 

Теорема 5. 
1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )

u u uB B B B B BQ R S      . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

 
1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )

u u uB B B B B BQ R S      . (87) 
Пусть  
 1( , , , )ua b b Q . (88) 
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Из (86) следует, что 
 1( , , , )ua b b r R   (89) 
и 
  .

RA
a r A P  . (90) 

Отсюда следует, что существует p P  такой, что . .R Sp A a p A a   . С учетом (85) по-
лучаем, что существует i, для которого ip P . С учетом (84) отсюда получаем, что при 
некотором 0  : 

 , ,

, ,

( , ) ;

( , ) .

i
R h R h

i
S h S h

a I I

a I I





 

  
 

Поскольку хеш-функция h является инъективной, то для нее существует обратная 
функция. Положим 1

1( , , ) ( )ub b h    . Тогда по определению колоночного хеш-индекса 
имеем 

 1

1

( , , , ) ;
( , , , ) .

u

u

a b b R
a b b S

  
   



 

Поскольку A является суррогатным ключом в R, с учетом (89) получаем 

 1

1

( , , , ) ;
( , , , ) .

u

u

a b b R
a b b S


 



 

Следовательно 
1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )

u uB B Bu Bb b R S    , и (87) имеет место. 
Теперь докажем, что 

 
1 1 1, , , , , ,( ) ( ) ( )

u u uB B B B B BR S Q      . (91) 
Пусть 
 1( , , , )ua b b r R   (92) 
и 
 1( , , , )ua b b s S   . (93) 
Положим 1( , , )uh b b    . Тогда по определению колоночного хеш-индекса 

 ,

,

( , ) ;
( , ) .

R h

S h

a I
a I






 
 

В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует i  такой, что 

 ,

,

( , ) ;

( , ) .

i
R h

i
S h

a I

a I







 
 

На основе (84) и (85) отсюда получаем ( , ) ia a P P   . Поскольку A  — суррогатный 
ключ в R , с учетом (86) имеем 1( , , , )ua b b Q  и следовательно 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b Q  . 

Таким образом (91) имеет место. Теорема доказана. 

2.3. Декомпозиция операции объединения 
Пусть заданы два отношения  1, , , uR A B B  и  1, , , uS A B B . Выполним декомпози-

цию операции объединения вида 
1 1, , , ,( ) ( )

u uB B B BR S   . Пусть имеются два колоночных 
хеш-индекса ,R hI  и ,S hI  для атрибутов 1, , uB B  отношений R и S, построенные с помо-
щью одной и той же инъективной хеш-функции 

1 0:
uB Bh   D D  . Пусть для этих 

индексов задана доменно-интервальная фрагментация степени k : 
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1

, ,
0

k
i

R h R h
i

I I




 ; (94) 

 
1

, ,
0

k
i

S h S h
i

I I




 . (95) 

Положим 

  
, , ,

, , ,. ( . . )
\ i i iS h R h S h

i i i
i A S h R h S hI A I H I H
P I I I 



   
 

  (96) 

для всех 0, , 1i k   . 
Определим 

 
1

0

k

i
i

P P




 . (97) 

Положим 
   & . |SQ p A p P  . (98) 

Теорема 6. 
1 1 1 1, , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )

u u u uB B B B B B B BR Q R S         . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

 
1 1 1 1, , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )

u u u uB B B B B B B BR Q R S         . (99) 
Пусть  
 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R Q    . (100) 

Тогда как минимум одно из следующих условий истинно: 
 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  ; (101) 

 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b Q  . (102) 
Если имеет место (101), то очевидно 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R S     и (99) имеет место. 

Пусть истинно условие (102). Тогда из (98) следует, что существует p P  такой, что 
  & .S p A s S   
и 
 1( , , , )us a b b  , 
где .a p A . Отсюда получаем 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b S  , то есть 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R S     и (99) также имеет место. 

Теперь докажем, что 
 

1 1 1 1, , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( )
u u u uB B B B B B B BR Q R S         . (103) 

Пусть  
 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R S    . (104) 

Тогда как минимум одно из следующих условий истинно: 
 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  ; (105) 

 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b S  . (106) 
Если имеет место (105), то очевидно 

1 1, , ,1 ,( , , ( ( )) )
u uB B Bu Bb b R Q     и (103) имеет ме-

сто. 
Пусть истинно условие (106) и 
 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b R  . (107) 

Тогда существует 
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 1( , , , )us a b b S  . (108) 
Положим 
 1( , , )uh b b   . (109) 
Тогда по определению колоночного хеш-индекса 
 ,( , ) S ha I  . 
В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует {0, , 1}i k   такой, 
что 
 ,( , ) i

S ha I  . 
Покажем, что 

 
, , ,

, ,. ( . . )
( ) i i iS h R h S h

i i
R h S hI A I H I H

a I I


   
 

   (110) 

Предположим противное, то есть 

 
, , ,

, ,. ( . . )
( ) i i iS h R h S h

i i
R h S hI A I H I H

a I I


   
 

   (111) 

Тогда существует  
,

,.
( ) i

R h

i
R hI A

a I   такой, что ,( , ) i
R ha I  . С учетом (109) в силу инъек-

тивности хеш-функции h  получаем 1( , , , )ua b b R  , то есть 
1 , ,1( , , ) ( )

uBu Bb b R  . Полу-
чили противоречие с (107). Значит (110) имеет место. Из (110) и (96) следует, что 
( ) ,ia P  и из (97) следует, что ( )a P . Тогда из (98) следует, что существует 

1( , , , ) .us a b b Q S      Так как A — суррогатный ключ, сопоставляя это с (108), полу-
чаем 1 1( , , , ) ( , , , )u ua b b a b b Q    , откуда 

1 , ,1( , , ) ( )
uBu Bb b Q  . Таким образом (103) име-

ет место. Теорема доказана. 

2.4. Декомпозиция операции естественного соединения 
Пусть заданы два отношения 

  1 1, ,, ,, , u vR A B CB C   
и 
  1 1, ,, ,, , u wS A B DB D  . 
Пусть имеются два колоночных хеш-индекса ,R hI  и ,S hI  для атрибутов 1, , uB B  отноше-
ний R и S, построенные с помощью одной и той же инъективной хеш-функции 

1 0:
uB Bh   D D  . Пусть для этих индексов задана доменно-интервальная фрагмен-

тация степени k : 

 
1

, ,
0

k
i

R h R h
i

I I




 ; (112) 

 
1

, ,
0

k
i

S h S h
i

I I




 . (113) 

Положим 

 
, , , ,

, ,. ,  . ( . . )
i i i iR h R S h S R h S h

i i i
R h S hI A A I A A I H I H

P I I
  

   
 

  (114) 

для всех 0, , 1i k   . Определим 

 
1

0

k
i

i
P P





 . (115) 

Построим отношение 11 1( , , , , , ), , ,v wuQ C CB D DB    следующим образом: 

Е.В. Иванова, Л.Б. Соколинский

2015, т. 4, № 4 95



 

 


 

1

1

1

& ( . ). , ,& ( . ). ,

& ( . ). , ,& ( . ). ,

& ( . ). , ,& ( . ). .

R R R R u

B B B B v

S S S S w

Q p A B p A B

p A C p A C

p A D p A D p P











 (116) 

Теорема 7. *\ *\( ) ( )A AQ R S   . 
Доказательство. Сначала докажем, что 

 *\ *\( ) ( )A AQ R S   . (117) 
Пусть 
 1 1 1( , , , , , , , , )u v wb b c c d d Q   . (118) 
Из (116) следует, что существуют кортежи r и s такие, что 
 1 1( , , , , , , )u va b b c c r R   , (119) 
 1 1( , , , , , , )u wa b b d d s S      (120) 
и 
 . , . )(r A s A Pp  . (121) 
С учетом (115) получаем, что существует i, для которого ip P . С учетом (114) отсюда 
получаем, что при некотором 0  : 

 , ,

, ,

( , ) ;

( , ) .

i
R h R h

i
S h S h

a I I

a I I





 

  
 

Поскольку хеш-функция h является инъективной, то для нее существует обратная 
функция. Положим 1

1( , , ) ( )ub b h    . Тогда по определению колоночного хеш-индекса 
имеем 
 

11 , , ,( , , , ) ( )
uu A B Ba b b R    ; (122) 

 
11 , , ,( , , , ) ( )

uu A B Ba b b S     . (123) 
Поскольку A является суррогатным ключом в R и S, из (119), (120), (122) и (123) следу-
ет 1 1 1, , u u ub b b b b b       , то есть 

 1 1

1 1

( , , , , , , ) ,
( , , , , , , ) .

u v

u w

a b b c c R
a b b d d S


 
 
 

  

Следовательно *\ *\1 1 1( , , , , , , , , ( ) ( ))u v w A AR Sb b c c d d      , и (117) имеет место. 
Теперь докажем, что 

 *\ *\( ) ( )A AQ R S   . (124) 
Пусть 
 1 1( , , , , , , )u va b b c c R   (125) 
и 
 1 1( , , , , , , )u wa b b d d S   . (126) 
Положим 1( , , )uh b b    . Тогда по определению колоночного хеш-индекса 

 ,

,

( , ) ;
( , ) .

R h

S h

a I
a I






 
 

В силу свойств доменно-интервальной фрагментации существует {0, , 1}i k   такой, 
что 

 ,

,

( , ) ;

( , ) .

i
R h

i
S h

a I

a I







 
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На основе (114) и (115) отсюда получаем ( , ) ia a P P   . Поскольку A  — суррогатный 
ключ в R  и S , с учетом (116), (125) и (126) имеем 1 1 1( , , , , , , , , )u v wb b c c d d Q   . Таким 
образом (124) имеет место. Теорема доказана. 

Заключение 
В статье были рассмотрены вопросы декомпозиции операций проекции, выбора, 

удаления дубликатов и объединения с использованием фрагментированных колоночных 
индексов. Предложен новый вид колоночных индексов, названных колоночными хеш-
индексами. Колоночный хеш-индекс способен индексировать сразу несколько атрибутов 
отношения. Для распределенных колоночных хеш-индексов рассмотрена декомпозиция 
операций пересечения, объединения и естественного соединения. Предложенные модели 
и методы являются теоретической основой для разработки колоночного сопроцессора, 
позволяющего во взаимодействии с реляционной СУБД эффективно выполнять запросы 
класса OLAP. 
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This paper is a continuation and development of the previous our work, where the decompo-
sitions of intersection and join operations for columnar indices on the basis of domain-interval 
fragmentation were proposed. This decomposition allows to organize the parallel execution of rela-
tional operations on the distributed columnar indices without massive data exchange between the 
processor nodes. In this paper the decompositions of the projection, selection, duplicate elimina-
tion and union operations are considered. Also, a new kind of columnar indices called columnar 
hash-indices is introduced. The columnar hash-index can index multiple attributes of a relation. 
For distributed columnar hash-indices, the decompositions of intersection, union, and natural join 
operations are considered. 

Keywords: distributed column indices, domain-interval fragmentation, column hash indices, 
decomposition of relational operations. 
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