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Статья посвящена вопросу декомпозиции реляционной опе-

рации группировки на основе распределенных колоночных ин-

дексов с доменно-интервальной и транзитивной фрагментацией. 

Такая декомпозиция позволяет организовать эффективное парал-

лельное выполнение запросов к сверхбольшим базам данных на 

современных кластерных вычислительных системах, оснащен-

ных многоядерными ускорителями. 
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Введение 

В настоящее время фактически единственным эффективным решением 

проблемы хранения и обработки сверхбольших баз данных является ис-

пользование параллельных систем баз данных, обеспечивающих распреде-

ленную обработку запросов на многопроцессорных вычислительных си-

стемах с распределенной памятью [15]. 

В последние годы основным способом наращивания производительно-

сти процессоров является увеличение количества ядер, а не тактовой ча-

стоты, и эта тенденция, вероятно, сохранится [6]. Сегодня GPU (Graphic 

Processing Units) и Intel MIC (Many Integrated Cores) значительно опережа-

ют традиционные процессоры в производительности по арифметическим 

операциям и пропускной способности памяти, позволяя использовать сот-

ни процессорных ядер для выполнения десятков тысяч потоков. Последние 

исследования показывают, что многоядерные ускорители могут эффектив-

но использоваться для обработки запросов к базам данных в оперативной 

памяти [79]. 

В соответствие с этим актуальной является задача разработки новых 

эффективных методов параллельной обработки баз данных в оперативной 

памяти на современных многопроцессорных вычислительных системах с 

многоядерными ускорителями. Для решения этой задачи в работах [10, 11] 

были предложены индексные структуры специального вида, которые 

называются распределенными колоночными индексами. Распределенные 

колоночные индексы позволяют провести декомпозицию реляционных 

операций, допускающую их эффективное параллельное выполнение на 

кластерных вычислительных системах с многоядерными ускорителями. В 



 

данной работе рассмотрен вопрос декомпозиции реляционной операции 

группировки. Для обозначения реляционных операций в статье использу-

ется нотация, заимствованная из монографии [12]. 

1. Колоночный индекс и доменно-интервальная  

фрагментация 

Под  1, , , uR A B B  будем понимать отношение R с виртуальным клю-

чом A  (виртуальным идентификатором целочисленного типа, однозначно 

определяющим кортеж) и атрибутами 
1, , uB B , представляющее собой 

множество кортежей длины 1u   вида 
1( , , , )ua b b , где a  – целое неотри-

цательное число, и   {1, , }
jj Bj u b  Д . Здесь 

jBД  - домен атрибута jB . 

Через . jr B  будем обозначать значение атрибута jB , через .r A  – значение 

виртуального ключа в кортеже r: 
1( . , . , , . )ur r A r B r B . Виртуальный ключ 

отношения R обладает свойством  , . .r r R r r r A r A          . Под ад-

ресом кортежа r мы будем понимать значение первичного ключа этого 

кортежа. Для получения кортежа отношения R по его адресу будем ис-

пользовать функцию разыменования &R
:  & ( . )Rr R r A r   . 

Определение 1. Пусть задано отношение    , , , R A B T R n  . Пусть 

на множестве 
BД  задано отношение линейного порядка. Колоночным ин-

дексом .R BI  атрибута B  отношения R  называется упорядоченное отноше-

ние  . ,R BI A B , удовлетворяющее следующим требованиям: 

 
.( )R BT I n  и    .A R B AI R  ; (1) 

  1 2 . 1 2 1 2, . .R Bx x I x x x B x B     ; (2) 

   . . . . .R Br R x I r A x A r B x B       . (3) 

Условие (1) означает, что множества значений первичных ключей (адре-

сов) индекса и индексируемого отношения совпадают. Условие (2) означа-

ет, что элементы индекса упорядочены в порядке возрастания значений ат-

рибута B . Условие (3) означает, что атрибут A  элемента индекса содержит 

адрес кортежа отношения R , имеющего такое же значение атрибута B , как 

и у данного элемента колоночного индекса. 

Теорема 1. Пусть задано отношение  , ,R A B  . Пусть для отношения 

R  задан колоночный индекс 
.R BI . Тогда 

    .B R B BI R  . (4) 

Другими словами, колоночный индекс 
.R BI  представляет все множество 

значений атрибута B  отношения R  с учетом повторяющихся значений. 



 

Определение 2. Пусть на множестве значений домена 
BД  задано от-

ношение линейного порядка. Пусть также задано разбиение множества 
BД  

на 0k   непересекающихся интервалов: 
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Функция  : 0, , 1
B B k   Д Д  называется интервальной функцией фраг-

ментации для домена 
BД , если она удовлетворяет следующему условию: 

   {0, , 1} ( )
BB ii k b b i b V       ДД . (6) 

Пусть задан колоночный индекс 
.R BI  для отношения  , ,R A B   с атри-

бутом B  над доменом 
BД  и интервальная функция фрагментации 

B
Д . 

Функция 

  
. .: 0, , 1

R BI R BI k     (7) 

называется доменно-интервальной функцией фрагментации [2] для индек-

са 
.R BI , если она удовлетворяет следующему условию: 

  
.. ( ) ( . )

R B BR B Ix I x x B    Д . (8) 

Определим i-тый фрагмент  0, , 1i k    индекса 
.R BI  следующим обра-

зом: 

  
.. .|  ( );

R B

i

R B R B II x x iI x   . (9) 

Это означает, что в i-тый фрагмент попадают кортежи, у которых значение 

атрибута B  принадлежит i-тому доменному интервалу. Будем называть 

фрагментацию, построенную таким образом, доменно-интервальной. Ко-

личество фрагментов k  будем называть степенью фрагментации. 

Доменно-интервальная фрагментация обладает следующими фунда-

ментальными свойствами, вытекающими непосредственно из ее определе-

ния: 

 
1

. .
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i

R B R B

i

I I




 ; (10) 

  . ., {0, ,k 1} i j

R B R Bi j i j I I      . (11) 



 

Теорема 2. Пусть для колоночного индекса 
.R BI  отношения  , ,R A B   

задана доменно-интервальная фрагментация степени k . Тогда 

   . .{0, ,k 1} .i

R B R B ii x I x I x B V        . (12) 

 

Определение 3. Пусть для отношения  , , ,R A B C   заданы колоночные 

индексы 
.R BI  и 

.R CI . Транзитивной фрагментацией индекса 
.R CI  относи-

тельно индекса 
.R BI  называется фрагментация, задаваемая функцией 

 .B

. .: 0, , 1R

R C

I

I R CI k    , удовлетворяющей условию 

      .

. .. . .
R B

R C R B

I

R C I I A x A R Bx I x I      . (13) 

2. Декомпозиция операции группировки 

Пусть задано отношение  1 1, , , , ,, , ,u wCA DCR B D  с виртуальным 

ключом A. Пусть для атрибутов 
1, , wD D  задана агрегирующая функция 

agrf. Пусть имеется колоночный индекс 
.R BI . Пусть также имеются коло-

ночные индексы: 

 
1. ., ,

uR C R CI I ; 

 
1. ., ,

wR D R DI I . 

Пусть для индекса 
.R BI  задана доменно-интервальная фрагментация степе-

ни k : 

 
1

. .

0

k
i

R B R B

i

I I

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 . (14) 

Пусть для индексов 
1. ., ,

uR C R CI I  и 
1. ., ,

wR D R DI I  задана транзитивная отно-

сительно 
.R BI  фрагментация: 
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j w I I

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. (16) 

Положим 

𝑃𝑖 = 𝜋𝐴,𝐹 (𝛾min(𝐴)→𝐴,𝐵,𝐶1,…,𝐶𝑢,agrf(𝐷1,…,𝐷𝑤)→𝐹(𝐼𝑅.𝐵
𝑖 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑖 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑖 ⋈

𝐼𝑅.𝐷1
𝑖 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤

𝑖 ))  (17) 

 

для всех 0, , 1i k   . Определим 



 

 
1

0

k

i

i

P P




 . (18) 

Построим отношение 
1( , , , , )uQ B C C F  следующим образом: 

   1& ( . ). ,& ( . ). , ,& ( . ). , . |R R R uQ p A B p A C p A C p F p P  . (19) 

Теорема 3. 
1 1, , , ,agrf( , , ) ( )

u wB C C D D FQ R  . 

Доказательство. Сначала докажем, что 

     
1 1, , , ,agrf(* * , ,\ )\ u wB C C D FF DFQ R    . (20) 

Для этого нам достаточно доказать справедливость следующих двух 

утверждений: 

     
1 1, , , ,agrf(* * , ,\ )\ u wB C C D FF DFQ R    ; (21) 

и 

     
1 1, , , ,agrf(* * , ,\ )\ u wB C C D FF DFQ R    . (22) 

Справедливость утверждения (21) непосредственно следует из (19) и (1). 

Покажем справедливость утверждения (22). Пусть 

   
1 11 , , , ,agrf( ,*\ , )( , , , )

u wu B C C D D FFc Rb c    .  

Это означает, что 

    
1 11 min( ) , , , , 1

u uu A A BB b C c C c C CT R        . (23) 

Положим 

    
1 1 1min( ) , , , ,( )

uu uA B b C c C c A A B C Ca R        . (24) 

С учетом (4) отсюда получаем, что существуют 

1 1. . .,  , ,  
u uB R B C R C C R Cx I x I x I    

такие, что 

1 1 1 1( . . ) ( . . ) ( . . )
u uB B C C C C u ux A a x B b x A a x C c x A a x C c           . (25) 

Пусть в контексте разбиения (5) lb V  ( {0, , 1})l k  . Тогда из (12) и из 

(25) следует, что 

 .

l

B R Bx I . (26) 

По определению 3 транзитивной фрагментации из (25) и (26) получаем 

 
1 1. ., ,

u u

l l

C R C C R Cx I x I  . (27) 

Сопоставляя (17), (24), (25) и (27), получаем, что ( ) ( )A la P . C учетом 

(18) отсюда следует ( ) ( )Aa P . Вместе с (19) это дает 

    1 *\& ( ). ,& ( ). , ,& ( ).R R R u Fa B a C a C Q ,  

откуда с учетом (24) получаем  1 *\( , , , )u Fb c c Q . Таким образом (22), а 

вместе с ним и (20) имеет место. 



 

Для завершения доказательства теоремы нам достаточно показать, что 

для любых q Q  и 
1 1, , , ,agrf( , , ) ( )

u wB C C D D Fg R   справедливо: 

    1 1 1 1. . . . . . . .q B g B q C g C q C g C q F g F        . (28) 

Докажем (28). Пусть 

 
1( , , , , )uq b c c f Q   (29) 

и 

 
1 11 , , , ,agrf( , , )( , , , , ( ))

u wu B C C D D Fg b c f Rc  
  . (30) 

Такие q и g существуют в силу (20). Для доказательства (28) достаточно 

показать, что f f  . 

В соответствии с (19) существует 

 ( , )p a f P   (31) 

такой, что 

 1( , , , , , )ua b c c R . (32) 

Из (31) и (18) следует, что существует l, такое что 

 ( , ) lp a f P  . (33) 

Отсюда, с учетом (17) получаем 

 (𝑎, 𝑏′, 𝑐1
′ , … , 𝑐𝑢

′ ) ∈ 𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 . 

В силу свойств транзитивной фрагментации и колоночных индексов с уче-

том (32) отсюда следует, что 

 (𝑎, 𝑏, 𝑐1, … , 𝑐𝑢) ∈ 𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 .  (34) 

Вместе с (33) и (17) это дает 

𝑓 = 𝜋𝐹 (𝛾𝐵,𝐶1,…,𝐶𝑢,agrf(𝐷1,…,𝐷𝑤)→𝐹 (𝜎𝐵=𝑏⋀𝐶1=𝑐1⋀…⋀𝐶𝑢=𝑐𝑢(𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈

𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐷1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤
𝑙 ))). (35) 

С другой стороны, из (30) непосредственно следует, что 

    
1 1 1 1, , , ,agrf( , , )u w u uF B C C D D F B b C c C cf R        

  . (36) 

Исходя из формул (35) и (36), условие f f   равносильно условию 

𝜎𝐵=𝑏⋀𝐶1=𝑐1⋀…⋀𝐶𝑢=𝑐𝑢(𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐷1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤
𝑙 ) =

= 𝜎𝐵=𝑏⋀𝐶1=𝑐1⋀…⋀𝐶𝑢=𝑐𝑢 (𝜋𝐵,𝐶1,…,𝐶𝑢,𝐷1,…,𝐷𝑤(𝑅)). (37) 

Пусть 

(𝑏, 𝑐1, … , 𝑐𝑢, 𝑑1, … , 𝑑𝑤) ∈ 𝜎𝐵=𝑏⋀𝐶1=𝑐1⋀…⋀𝐶𝑢=𝑐𝑢(𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 ⋈

𝐼𝑅.𝐷1
𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤

𝑙 ). 

Это означает, что существует a  такой, что 

 . .( , ) R

l

B R Ba b I I   ;  

 
1 1. .( , ) R C R

l

Ca b I I   ;  

. . . 



 

 . .( , )
u uR C R

l

Ca b I I   ;  

 
1 1. .( , ) R D R

l

Da b I I   ;  

. . . 

 . .( , )
w wR D R

l

Da b I I   .  

Отсюда в силу свойств колоночного индекса 

  
111 1 ,, , , ,,,( , , , , , , , )

u wu w CB D DCAa b c c d d R 
  ,  

И следовательно  

   
11 1 1, , , ,1 1 , ,( , , , , , , )

u u u wu w B b C c C c CB D DCb c c d d R       .  

Пусть теперь 

   
1 1 111 1 , , ,,, ,( , , , , , , )

u u u wu w B B Db C c C c C C Db c c d d R      
   .  (38) 

В силу свойств транзитивной фрагментации и колоночных индексов, при-

нимая во внимание (34), получаем 

 

  1 1, , , , , ,u wb c c d d  (𝐼𝑅.𝐵
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢
𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐷1

𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤
𝑙 ),  

откуда немедленно следует 

  
1 11 1, , , , , ,

u uu w B b C c C cb c c d d       
   (𝐼𝑅.𝐵

𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐶1
𝑙 ⋈ ⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐶𝑢

𝑙 ⋈ 𝐼𝑅.𝐷1
𝑙 ⋈

⋯ ⋈ 𝐼𝑅.𝐷𝑤
𝑙 ).  

Таким образом (37), а, значит, и (28) имеют место. Теорема доказана. 
 

Заключение 

В статье было представлено формальное описание метода декомпози-

ции операции группировки на основе доменно-интервальной и транзитив-

ной фрагментации колоночных индексов. Доказана корректность метода. 

Практическая ценность предложенного метода декомпозиции заключается 

в том, что ресурсоемкие вычисления могут производиться независимо над 

соответствующими фрагментами. Для операции группировки это – вычис-

ление 
iP  по формуле (17).  
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